
第1章 基礎方程式

1.1 連続体

歪みテンソル uik を式 (1.1)で定義する。多くの場合、式 (1.1)の第 3項目
は小さいとして無視できる。

uik ≡ 1
2

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
+

∂ul

∂xi

∂ul

∂xk

)
(1.1)

続いて、ストレステンソルを σikで書く。ある体積要素 dV に働く力 F⃗ は式

(1.2)の様に書け、面積要素に働く応力の形に書き直すと式 (1.3)の様になる。∫
FidV =

∫
∂σik

∂xk
dV (1.2)

=
∫

σiknkdS (1.3)

応力 σikが働いたときに、歪み duikが発生するときの自由エネルギー f は、

式 (1.4)で書ける。ここから、ストレステンソルを自由エネルギーと歪みを
つかって式 (1.5)と書ける。

df = −SdT + σikduik (1.4)

σik =
(

∂f

∂uik

)
T

(1.5)

1.1.1 Hooke則

歪みが微少である時、自由エネルギー f を歪み uik の 2次までの展開で書
くと式 (1.6)と書ける。展開係数 λiklm は弾性率テンソルと呼ばれる。

f =
1
2
λiklmuikulm, σik = λiklmulm (1.6)

なお、物体が等方的である場合は圧縮率K と剪断率 µを使って式 (1.7)の
ようになる。

f = µ

(
uik − 1

d
δikull

)2

+
1
2
Ku2

ll (1.7)
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1.1.2 異方性がある場合

n⃗方向とそれ以外の方向で剪断率 µが異なる場合を考える。n⃗軸回りに回

転対称であるから式 (1.10)が要請され、式 (1.6)の λiklm を決める。

u′
i = Rijuj = (ninj + (δij − ninj) cos θ + ϵrijnr sin θ)uj (1.8)

u′
ik =

1
2

(
∂u′

i

∂xk
+

∂u′
k

∂xi

)
=

1
2

(
Rij

∂uj

∂xk
+ Rkj

∂uj

∂xi

)
(1.9)

f =
1
2
λiklm

(
RijRlj′

∂uj

∂xk

∂uj′

∂xm

)
=

1
2
λiklm

∂ui

∂xk

∂ul

∂xm
(1.10)

式 (1.10)の要請を満たす λiklmとして、たとえば式 (1.11)で書かれる 3つ
が独立な解となる。自由エネルギー f は式 (1.12)のように書ける。

λiklm = δikδilδkm, δilδkm, ninkδilδkm (1.11)

f =
1
2
Ku2

ii + µ1

(
uik − 1

d
δikull

)2

+ µ2ninku2
ik (1.12)

ここから、ストレステンソル σik を求めることができる。

σik =
∂f

∂uik
(1.13)

= Kδikuik + 2µ1

(
uik − 1

d
δikuii

)
+ 2µ2ninkuik (1.14)

1.2 流体

1.2.1 連続の式

∂ρ

∂t
= −div(ρv⃗) (1.15)

1.2.2 Eularの式

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · grad)v⃗ = F⃗ − 1

ρ
grad p (1.16)

1.2.3 粘性流体

∂

∂t
(ρvi) = −

∂
∏

ik

∂xk
(1.17)

= − ∂

∂xk
(−σik + ρvivk) (1.18)
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非圧縮粘性流体であれば、

σik = −pδik + η

(
∂vi

∂xk
+

∂vk

∂xi

)
(1.19)

∂σik

∂xk
= −grad p + η∇⃗2v⃗ (1.20)

1.2.4 Navier-Stokes

ρ

(
∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · grad)v⃗

)
= F⃗ − grad p + η∇2v⃗ +

(
ζ +

1
3
η

)
grad div v⃗(1.21)

F⃗ は、重力場なら F⃗ = ρg⃗など

1.2.5 流体中の熱輸送

ρT

(
∂s

∂t
+ v⃗ · grad s

)
= σ′

ik

∂vi

∂xk
+ div(κ grad T ) (1.22)

1.2.6 非圧縮性流体の熱輸送

∂s

∂t
=

(
∂s

∂t

)
p

∂T

∂t
, grad s =

(
∂s

∂t

)
p

grad T,

(
∂s

∂t

)
p

= Cp より

(1.23)
∂T

∂t
+ v⃗ · grad T =

κ

ρCp
∇2T +

η

2ρCp

(
∂vi

∂xk
+

∂vk

∂xi

)2

(1.24)

1.2.7 重力場での非圧縮性流体の自然対流

ρ(r⃗) = ρ0 + ρ′(r⃗), p(r⃗) = p0 + p′(r⃗), T (r⃗) = T0 + T ′(r⃗) (1.25)

p0 = ρog⃗ · r⃗ + const, ρ′ = −ρ0αT ′ (1.26)

α ≡ −1
ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

= (熱膨張率), kT ≡ − 1
V

(
∂V

∂p

)
T

= (等温圧縮率)

(1.27)
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とすれば、

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · grad)v⃗ = g⃗ − 1

ρ
grad p +

η

ρ
∇2v⃗ (1.28)

= −αT ′g⃗ − 1
ρ
grad p′ +

η

ρ
∇2v⃗ (1.29)

∂T ′

∂t
+ v⃗ · grad T ′ =

κ

ρCp
∇2T ′ (1.30)

div v⃗ = 0 (1.31)

1.2.8 数値計算のためのメモ

Navier-Stokes方程式を以下のように書く。

ρ

(
∂

∂t
+ (vj∂j)

)
vi = −∂ip + ∂jσij + fi (1.32)

1.2.9 数値計算: 渦度法

非圧縮流体の場合、圧力 pの扱いがめんどくさい。1つの方法として、式
(1.32)の両辺の rotをとり、渦度 ω⃗で時間発展を計算することで、圧力 pが

陽に出てこなくなる。

ω⃗ = rotv⃗, v⃗ = gradϕ + rotA⃗ (1.33)

∇2A⃗ = −ω⃗, ∇2ϕ = 0 (1.34)

ρ

(
∂

∂t
+ (vj∂j)

)
ωi = rot (∂jσkj)i + rot (fk)i + ρ(ωj∂j)vi (1.35)

式 (1.35)に従って ωi の時間発展を計算する。速度 v⃗ を得るためには、ま

ず Poisson方程式を解いてベクトルポテンシャル A⃗を求め、rotA⃗から v⃗を計

算する。以下、計算用メモ。

rot(∂jσkj)x = ∂2
yσzy − ∂2

zσyz + ∂y∂z(σzz − σyy) + ∂x∂yσzx − ∂x∂zσyx(1.36)

rot(∂jσkj)y = ∂2
zσxz − ∂2

xσzx + ∂x∂z(σxx − σzz) + ∂y∂zσxy − ∂x∂yσzy(1.37)

rot(∂jσkj)z = ∂2
xσyx − ∂2

yσxy + ∂x∂y(σyy − σxx) + ∂x∂zσyz − ∂y∂zσxz(1.38)

rot ((vj∂j)vk)i = (vj∂j)ωi − (ωj∂j)vi (1.39)
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1.2.10 数値計算: MAC法

渦度を使う方法とは別に、式 (1.32)の両辺の divをとることで、圧力 pに

関する Poission方程式にして、圧力 pを解くこともできる。

∇2p = ∂i∂jσij − ρ(∂ivj)(∂jvi) + ∂ifi − ρ
∂

∂t
(∂ivi) (1.40)

= ∂2
i σii + ∂x∂y(σxy + σyx) + ∂x∂z(σxz + σzx) + ∂y∂z(σyz + σzy)

−ρ
(
(∂ivi)2 + 2(∂xvy)(∂yvx) + 2(∂xvz)(∂zvx) + 2(∂yvz)(∂zvy)

)
+∂ifi +

ρ

∆t
(∂ivi) (1.41)

式 (1.32)の時間発展方程式を、流れ項部分だけ陰的に解く。

v
(n+1)
i − vn

i

∆t
= −vn

j ∂jv
(n+1)
i − 1

ρ
∂ip +

1
ρ
∂jσij (1.42)(

1 + ∆t vn
j ∂j

) (
v
(n+1)
i − vn

i

)
= −∆t vn

j ∂jv
n
i +

∆t

ρ
(−∂ip + ∂jσij)(1.43)

1.3 液晶

1.3.1 Tensor Qij

液晶の配向 n⃗に対して、テンソル Qij を用いるとうまく解ける。

Qij = s1

(
ninj −

δij

d

)
+ s2 (mimj − lilj) (1.44)

tr(Qij) = 0 (1.45)

tr
(
Q2

ij

)
=

2
3
s2
1 + 2s2

2 , tr
(
Q3

ij

)
=

2
9
s3
1 − 2s1s

2
2 (1.46)

Q2 = Qxx − Qyy , Q3 =
1√
3

(2Qzz − Qxx − Qyy) (1.47)

Q4 = Qxy , Q5 = Qyz , Q6 = Qxz (1.48)

以上の様に Q2～Q6 を定義すると、以下の関係が成り立つ。

Qxx =
1
2
Q2 −

1
2
√

3
Q3, Qyy = −1

2
Q2 −

1
2
√

3
Q3, Qzz =

1√
3
Q3(1.49)

tr
(
Q2

ij

)
=

1
2

(
Q2

2 + Q2
3

)
+ 2

(
Q2

4 + Q2
5 + Q2

6

)
(1.50)
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1.3.2 Uni-Axial / Bi-Axial

Qij を式 (1.51)のようにして対角化し、さらにD2, D3を式 (1.52)の様に
定義すると、tr

(
Q2

ij

)
や tr

(
Q3

ij

)
をD2, D3 で書ける。

D = A−1QA (1.51)

D2 = Dxx − Dyy, D3 =
1√
3

(2Dzz − Dxx − Dyy) (1.52)

tr
(
Q2

ij

)
= tr

(
AD2A−1

)
= D2

xx + D2
yy + D2

zz =
1
2

(
D2

2 + D2
3

)
(1.53)

tr
(
Q3

ij

)
= tr

(
AD3A−1

)
= D3

xx + D3
yy + D3

zz =
1

4
√

3

(
D3

3 − 3D2
2D3

)
(1.54)

式 (1.44)の Qij の定義と比べると、

s1 =
√

3
2

D3, s2 =
1
2
D2 (1.55)

ここで、D2, D3を極座標形式で書いてみる。そうすると、tr
(
Q3

)
も χで

書けて、対角化をしなくても、χ, D2, D3 を計算できる。

D2 = I sinχ, D3 = I cos χ, I =
√

2 tr
(
Q2

ij

)
(1.56)

tr
(
Q3

ij

)
=

I3

4
√

3
cos(3χ) (1.57)

χ =
1
3

arccos

√
6 tr

(
Q3

ij

)
tr

(
Q2

ij

)3/2

 (1.58)

考えている液晶が Uni-Axialであるためには、s2 ≃ 0でなければならない
ので、

√
6 tr

(
Q3

ij

)
tr

(
Q2

ij

)3/2
≃ 1 (1.59)

となる必要がある。それを考慮して、時間発展方程式を考える。
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1.3.3 時間発展方程式

f = B
(
−α tr

(
Q2

)
+ tr

(
Q2

)2 −
(
2 − α

3

)
tr

(
Q3

))
+

1
2
L (∇Qij)

2(1.60)

dQij

dt
= −Γ

δF

δQij
(1.61)

= ΓB
(
2α − 4 tr

(
Q2

))
Qij + ΓB(6 − α)QikQkj + ΓL∇2Qij(1.62)

∑
k

QikQjk =



− 1√
3
Q2Q3 − Q2

5 + Q2
6 (Qij = Q2)

1
2
√

3

(
−Q2

2 + Q2
3 − 4Q2

4 + 2Q2
5 + 2Q2

6

)
(Qij = Q3)

− 1√
3
Q3Q4 + Q5Q6 (Qij = Q4)

− 1
2Q2Q5 + 1

2
√

3
Q3Q5 + Q4Q6 (Qij = Q5)

1
2Q2Q6 + 1

2
√

3
Q3Q6 + Q4Q5 (Qij = Q6)

(1.63)

1.3.4 異方性のある誘電体

誘電体の分極を式 (1.64)で書ける場合を考える。

P⃗ =
↔
χ E⃗ (1.64)

D⃗ = ϵ0E⃗ + P⃗ =
(
ϵ0+

↔
χ

)
E⃗ (1.65)

=
↔
ϵ E⃗ (1.66)

∂iϵij∂jϕ = −ρ (1.67)

1.3.5 数値計算のためのメモ:

−ρ = ∂iϵij∂jϕ (1.68)

= (∂iϵij) (∂jϕ) + ϵij∂i∂jϕ (1.69)

= (∂iϵij) (∂jϕ) + ϵxx∂2
xϕ + ϵyy∂2

yϕ + ϵzz∂
2
zϕ

+2ϵxy∂x∂yϕ + 2ϵxz∂x∂zϕ + 2ϵyz∂y∂zϕ (1.70)

= ϕ(x + ∆x, y, z)(0.25ϵxx + 0.5∂iϵix) + ϕ(x − ∆x, y, z)(0.25ϵxx − 0.5∂iϵix)

+ϕ(x, y + ∆y, z)(0.25ϵyy + 0.5∂iϵiy) + ϕ(x, y − ∆y, z)(0.25ϵyy − 0.5∂iϵiy)

+ϕ(x, y, z + ∆z)(0.25ϵzz + 0.5∂iϵiz) + ϕ(x, y, z − ∆z)(0.25ϵzz − 0.5∂iϵiz)

−0.5ϕ(x, y, z) (ϵxx + ϵyy + ϵzz)

+2ϵxy∂x∂yϕ + 2ϵxz∂x∂zϕ + 2ϵyz∂y∂zϕ (1.71)
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1.3.6 液晶中の電場

液晶の向きを n⃗、電場を E⃗ とする。n⃗方向の誘電率を ϵ∥、n⃗に垂直な方向

の誘電率を ϵ⊥ とすると、式 (1.72)のように書ける。

D⃗ = ϵ⊥E⃗ +
(
ϵ∥ − ϵ⊥

) (
n⃗ · E⃗

)
n⃗ (1.72)

Di =
∑

j

(
ϵ⊥δij +

(
ϵ∥ − ϵ⊥

)
ninj

)
Ej (1.73)

=
∑

j

(((
1 − 1

d

)
ϵ⊥ +

1
d
ϵ∥

)
δij +

(
ϵ∥ − ϵ⊥

) Qij

s1

)
Ej (1.74)

=
∑

j

(ϵ1δij + ϵ2Qij)Ej (1.75)

式 (1.75)より、静電ポテンシャル ϕは式 (1.77) の Poisson方程式を解けば
よい。

− ρ

ϵ1
= div

((
δij +

ϵ2
ϵ1

Qij

)
gradϕ

)
(1.76)

−∇⃗2ϕ =
ϵ2
ϵ1

∂i (Qij∂jϕ) +
ρ

ϵ1
(1.77)

=
ϵ2
ϵ1

(
(∂iQij)(∂jϕ) + Qij(∂i∂jϕ)

)
+

ρ

ϵ1
(1.78)

続いて、静電エネルギーを考えてみると、電場の影響によるQij の時間発

展方程式を求めることができる。この時、電場 E⃗はQij に比べて十分速く変

化するため、静電エネルギーの変分 δFE/δEi は式 (1.80)のように 0になる
という条件を課す。

FE =
1
2

∫
d3rE⃗ · D⃗ =

1
2

∫
d3r

∑
i,j

EiEj (ϵ1δij + ϵ2Qij) (1.79)

δFE

δEp
=

1
2

(
2Eq(ϵ1δpq + ϵ2Qpq) + ϵ2ErEs

∂Qrs

∂Ep

)
= 0 (1.80)

式 (1.80)の条件と、Qij の対称性を使って Qij の時間発展を計算すると、

以下のようになる。

δFE

δQij
=

1
2

(
2

∂Ep

∂Qij
Eq(ϵ1δpq + ϵ2Qpq) + ϵ2EiEj

)
=

ϵ2
2

(
1 − ∂Qrs

∂Qij

)
EiEj(1.81)

= −ϵ2
2

EiEj (1.82)

dQij

dt
= B

(
2α − 4 tr

(
Q2

))
Qij + B(6 − α)

(∑
k

QikQjk

)
+ L∇2Qij +

ϵ2
2

EiEj(1.83)
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1.3.7 流体と液晶

Wij = ∂jvi, Aij =
1
2
(Wij + Wji), Ωij =

1
2
(Wij − Wji)(1.84)

Q̃ij = Qij +
1
3
δij , hij =

δF

δQij
(1.85)

Sij = (ξAik + Ωik)Q̃kj + Q̃ik(ξAkj − Ωkj) − 2ξQ̃ijtr
(

↔
Q

↔
W

)
(1.86)

として、液晶場の時間発展は(
∂

∂t
+ v⃗ · ∇⃗

)
↔
Q −

↔
S (

↔
W,

↔
Q) = Γ

(
−

↔
h +

↔
I

3
tr

(↔
h

))
(1.87)

と書ける。

式 (1.87)の様に Qij が時間発展したときに、Qij の変化によるエネルギー

と、流速場 v⃗の変化によるエネルギーがつり合う条件から、v⃗の時間発展を

求める。

∂

∂t

∫
dV

1
2
ρv⃗2 = − ∂

∂t

∫
dV f(v⃗) (1.88)∫

dV ρv⃗ · ∂v⃗

∂t
= −

∫
dV

δF

δQij

∂Qij

∂t
(1.89)

=
∫

dV hij

(
(v⃗ · ∇⃗)Qij − Sij(

↔
W,

↔
Q)

)
(1.90)

=
∫

dV hijvk∂kQij + (ξ + 1)vi∂k(hijQ̃kj) + (ξ − 1)vk∂i(hijQ̃kj)

−
∫

dV 2ξvl∂khijQ̃ijQkl (1.91)

vi でくくると、

ρ
∂vi

∂t
= Qjk∂ihjk + (ξ + 1)∂k(hijQ̃kj) + (ξ − 1)∂k(hkjQ̃ij) − 2ξ∂khljQ̃ljQki(1.92)

この結果に、Navier-Stokesの輸送項、圧力項と粘性項を加えて、v⃗の時間

発展を書く。

ρ

(
∂

∂t
+ (vj∂j)

)
vi = −∂ip + η∇2vi + Qjk∂ihjk

+(ξ + 1)∂k(hijQ̃kj) + (ξ − 1)∂k(hkjQ̃ij) − 2ξ∂khljQ̃ljQki(1.93)

Stress Tensor σij の形式で書き直すと

ρ

(
∂

∂t
+ (vj∂j)

)
vi = ∂jσij (1.94)
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σij = −p′δij + η(∂jvi + ∂ivj) + (ξ + 1)hikQ̃jk + (ξ − 1)hjkQ̃ik

−2ξhklQ̃klQij + (∂iQkl)
δF

δ(∂jQkl)
(1.95)

具体的に、自由エネルギーが式 (1.60)で書ける時、

σij = −p′δij + η(∂jvi + ∂ivj) + (ξ + 1)hikQ̃jk + (ξ − 1)hjkQ̃ik

−2ξhklQ̃klQij + L(∂iQkl)(∂jQkl) (1.96)

1.3.8 数値計算のためのメモ: S2～S6

tr(QW ) =
1

2
Q2 (Wxx − Wyy) +

1

2
√

3
Q3 (2Wzz − Wxx − Wyy)

+Q4 (Wxy + Wyx) + Q5 (Wyz + Wzy) + Q6 (Wzx + Wxz) (1.97)

S2(W, Q) = Sxx − Syy (1.98)

= (ξ + 1)
“

Q̃xkWxk − Q̃ykWyk

”

+ (ξ − 1)
“

Q̃xkWkx − Q̃ykWky

”

− 2ξQ2tr(QW )(1.99)

S3(W, Q) =
1√
3

(2Szz − Sxx − Syy) (1.100)

=
ξ + 1√

3

“

2Q̃zkWzk − Q̃xkWxk − Q̃ykWyk

”

+
ξ − 1√

3

“

2Q̃zkWkz − Q̃xkWkx − Q̃ykWky

”

− 2ξQ3tr(QW ) (1.101)

S4(W, Q) = Sxy

=
ξ + 1

2

“

Q̃xkWxk + Q̃ykWyk

”

+
ξ − 1

2

“

Q̃xkWkx + Q̃ykWky

”

− 2ξQ4tr(QW )(1.102)

S5(W, Q) = Syz

=
ξ + 1

2

“

Q̃ykWyk + Q̃zkWzk

”

+
ξ − 1

2

“

Q̃ykWky + Q̃zkWkz

”

− 2ξQ5tr(QW )(1.103)

S6(W, Q) = Sxz

=
ξ + 1

2

“

Q̃xkWxk + Q̃zkWzk

”

+
ξ − 1

2

“

Q̃xkWkx + Q̃zkWkz

”

− 2ξQ6tr(QW )(1.104)

1.3.9 Appendix - Stress-tensor最終項の導出

Stress Tensor σij の最終項が

(∂iQkl)
δF

δ(∂jQkl)
(1.105)

であることを示す。

歪み u⃗(r⃗)が発生しているとして、空間座標 r⃗と order parameter Qが以下

のように変換すると考える。

r⃗′ = r⃗ + u⃗, dr⃗ = dr⃗(1 + ∇⃗ · u⃗) (1.106)

∂′
j = ∂j − (∂jui)∂i (1.107)

Q′ = Q − (∂iui)Q (1.108)
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このとき、ストレス σ̃ij と歪みによって生じるエネルギー変化 δF の関係

は式 (1.109)のように書ける。

δF = F ′ − F = −
∫

dr⃗ σ̃ij∂jui (1.109)

一方で、自由エネルギー密度が f(Q) + fg(∂jQ)という関数で書けるとし
て、F ′ を u⃗, Q, ∂jQで書いてみる。

δF =
∫

dr⃗′f(Q′) + fg(∂′
jQ

′) −
∫

dr⃗f(Q) + fg(∂jQ) (1.110)

=
∫

dr⃗′f(Q + δQ) + fg

(
(∂j − (∂jui)∂i)(Q + δQ)

)
−

∫
dr⃗f(Q) + fg(∂jQ)(1.111)

=
∫

dr⃗

(
δQ

∂f

∂Q
+

(
∂jδQ − (∂jui)(∂iQ)

) ∂fg

∂(∂jQ)

)
+ (∂iui)

(
f(Q) + fg(∂jQ)

)
(1.112)

=
∫

dr⃗ (∂iui)
(
−Q

∂f

∂Q
+ Q∂j

∂fg

∂(∂jQ)
+ f(Q) + fg(∂jQ)

)
−

∫
dr⃗ (∂jui)(∂iQ)

∂fg

∂(∂jQ)
(1.113)

式 (1.109)と比べてみると、σ̃ij が求まる。∂j σ̃ij も計算してみると、式 (1.93)
の第 3項目に一致する。

σ̃ij = δij

(
Q

∂f

∂Q
− Q∂k

∂fg

∂(∂kQ)
− f(Q) − fg(∂jQ)

)
+ (∂iQ)

∂fg

∂(∂jQ)
(1.114)

∂j σ̃ij = ∂i

(
Q

∂f

∂Q
− Q∂k

∂fg

∂(∂kQ)
− f(Q) − fg(∂jQ)

)
+ ∂j

(
(∂iQ)

∂fg

∂(∂jQ)

)
(1.115)

= Q∂i
∂f

∂Q
− Q∂i∂k

∂fg

∂(∂kQ)
= Q∂i

δF

δQ
(1.116)

∇⃗ · v⃗ = 0となる非圧縮流体では、σij の対角項は、この非圧縮条件から求ま

る。よって、式 (1.114)の第 1項は、有効圧力だと考えることができ、以下
のように書ける。

σ̃ij = −p̃δij + (∂iQ)
δF

δ(∂jQ)
(1.117)

1.3.10 Qijから niへの変換

Qij と配向ベクトル ni は以下のように結びつけられる。

Qij = s1

(
ninj −

δij

d

)
+ s2 (mimj − lilj) (1.118)

ただちに、以下の関係がわかる。

n2
x =

Qxx

s1
+

1
3
, n2

y =
Qyy

s1
+

1
3
, n2

z =
Qzz

s1
+

1
3

(1.119)
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1.3.2節を参考に s1 を決めれば、n⃗を求めることができる。s2 ≃ 0として計
算すると、以下のようになる。

s1 =
√

3
2

I cos χ (χ ≃ 0) (1.120)

=

√
6 tr

(
Q2

ij

)
2

(
1 − χ2

)
(1.121)

=

√
6 tr

(
Q2

ij

)
18

(
8 +

6 tr
(
Q3

ij

)2

tr
(
Q2

ij

)3

)
(1.122)

1.3.11 粒子の有効流体半径

Stokesの法則から電荷の有効流体半径を見積もってみる。速度 v⃗cで電荷が

定常的に移動しているときに、抵抗 N⃗ が働いているとする。

エネルギー保存則から、(単位時間あたりのエネルギー散逸) = v⃗c · N⃗ とな
るはずで、式 (1.125)のように散逸から粒子に働く抵抗を見積もることがで
きる。dv⃗/dtは式 (2.3)を用いた。

vcN =
d

dt

∫
dV f +

1
2
ρv⃗2 (1.123)

N =
∫

dV
δF

δQij

∂Qij

∂t
+

ρ

vc

∫
dV v⃗ · dv⃗

dt
(1.124)

= − Γ
vc

∫
dV

(
δF

δQij

)2

+
ρ

vc

∫
dV ηvi∇2vi + vi∂jσij (1.125)

さらに、電荷が半径 Rの半径を持った球だと考えれば、式 (1.127) のよう
に Stokesの法則から有効流体半径を見積もることができる。

N⃗ = 6πRηv⃗c (1.126)

R =
−Γ

6πηv2
c

∫
dV

(
δF

δQij

)2

+
ρ

6πηv2
c

∫
dV ηvi∇2vi + vi∂jσij(1.127)
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第2章 物理シミュレーション

2.1 Heat Convection(熱対流)

2.1.1 物理定数

やかんのお湯をシミュレーションする。流体として、水を仮定し、以下の

物理定数を用いる。

• 粘性係数 η = 1.0 × 10−3 kg · m−1 · sec−1

• 熱伝導度 κ = 0.57 W · m−1 · K−1

• 定圧比熱 Cp = 4.2 × 103 J · kg−1 · K−1

• 熱膨張率 α = 2.1 × 10−4 K−1

• 等温圧縮率 kT = 4.587 × 10−10 Pa−1

2.1.2 基礎方程式

解くべき方程式は以下の通り。

ρ(r⃗) = ρ0 + ρ′(r⃗), p(r⃗) = p0(r⃗) + p′(r⃗), T (r⃗) = T0 + T ′(r⃗) (2.1)

p0 = ρ0g⃗ · r⃗ + const, ρ′ = −ρ0αT ′, ν =
η

ρ0
, χ =

κ

ρ0Cp
(2.2)

として、

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · grad)v⃗ = −αT ′g⃗ − 1

ρ0
grad p′ + ν∇2v⃗ (2.3)

∂T ′

∂t
+ v⃗ · grad T ′ = χ∇2T ′ (2.4)

∂ρ

∂t
= −ρ0div(v⃗) − v⃗ · grad ρ′ − ρ′div v⃗ (2.5)

p′ =
(

∂p

∂ρ

)
T

ρ′ +
(

∂p

∂T

)
ρ

T ′

=
1

kT ρ0
ρ′ +

α

kT
T ′ (2.6)
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でも、このまま計算しようとすると、うまくいかない。圧力の緩和が、対流

現象に比べて非常に速い時間スケールで起こるので、式 (2.6)から圧力を求め
て計算するためには、積分間隔 dtを非常に小さい値にしなければならない。

かわりに、式 (2.2)のように、ρ′を T ′で書くようにして、div v⃗ = 0から p′

を求めれば、上記の問題は無くなるが、p′(v, T ′) を求めるのは容易ではない。

2.1.3 ベクトルポテンシャルと渦度で計算する方法

前節の問題を回避するために、圧力が陽に出てこない形に書き直す。まず、

渦度 ω⃗を、式 (2.7)の様にとる。

ω⃗ ≡ rot v⃗ (2.7)

そうすると、式 (2.3)の Navier-Stokes方程式は、

rot ((v⃗ · grad)v⃗) = rot
(

1
2
grad(v⃗ · v⃗) − v⃗ × ω⃗

)
(2.8)

= ω⃗ div v⃗ − v⃗ div ω⃗ + (v⃗ · grad)ω⃗ − (ω⃗ · grad)v⃗(2.9)

= (v⃗ · grad)ω⃗ − (ω⃗ · grad)v⃗ (2.10)

を使って

∂ω⃗

∂t
+ (v⃗ · grad)ω⃗ − (ω⃗ · grad)v⃗ = ν∇2ω⃗ + α (g⃗ × grad T ′) (2.11)

となり、pを含まない形になる。

続いて、速度を式 (2.12)の様にスカラーポテンシャル ϕとベクトルポテン

シャル A⃗で書く。

v⃗ = grad ϕ + rot A⃗ (2.12)

(2.13)

ϕと A⃗は、それぞれ式 (2.14)の様なポアッソン方程式の解として求まる。

∇2ϕ = 0, ∇2A⃗ = −ω⃗ (2.14)

式 (2.14)の境界条件は、湧き出しや外部への流れが無い場合、境界上で ϕ =
0, A⃗ = 0となる。
計算手順は、

1. ϕ, A⃗の初期条件を決める

2. ϕ, A⃗(t)から、v⃗(t), ω⃗(t)を求める

3. 式 (2.4)及び式 (2.11)から、T ′(t + ∆t)と ω⃗(t + ∆t)を求める

4. 求めた ω⃗(t + ∆t)から、式 (2.14)を解いて A⃗(t + ∆t)を求める

5. 手順 2に戻って繰り返す
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2.1.4 MAC法

式 (2.3)の divを取ることで、pを求めて計算する方法。

∇2p = −ρ0 div((v⃗ · grad)v) − ρ0αg⃗ grad T ′ + ρ0
div v⃗

dt
(2.15)

pについてのポアッソン方程式を解き、解いた pを使って vの時間発展を計

算する。渦度を使う方法よりもポアッソン方程式の数が少ないので簡単そう

に見えるが、圧力 pの境界条件を決めるのが難しい。

2.1.5 メモ

(ω⃗ · grad)v⃗ = (ω⃗ · grad)rot A⃗

((ω⃗ · grad)v⃗)i = ϵijkωi
∂2Ak

∂i∂j

= ϵijkωi
Ak(+i,+j) + Ak(−i,−j) − Ak(+i,−j) − Ak(−i,+j)

4(dx)2

2.2 Soft-coreを用いた流体計算

Please see http://stat.scphys.kyoto-u.ac.jp/hymd/

粒子をぼやけた境界をもった粒子密度 ψ としてとらえる。例えば、球形粒

子に対して、式 (2.16)のような粒子密度を考えることができる。ここで、r⃗i

は粒子の位置、Rは粒子半径、ξは境界の厚さに相当する。

ψi(r⃗) =
1
2

(
1 − tanh

(
|r⃗ − r⃗i| − R

ξ

))
(2.16)

粒子場 ψi を使って、流体の速度場 v⃗f と粒子の速度 V⃗i を、まとめて取り

扱うことを考える。v⃗Aは粒子の外では流体の速度場、粒子の内部では粒子速

度を持った場となる。

v⃗A =

(
1 −

∑
i

ψi

)
v⃗f +

∑
i

Viψi (2.17)

この速度場 v⃗A を、均質な流体だと思って、Navie-Stokes方程式などを適
用すれば、めんどくさい境界条件に煩わされずに済む。

粒子についても、ストレステンソル σikを表面積分をする代わりに式 (2.18)
のようにして粒子密度 ψi を使った体積積分で書く。

F⃗i = mi
dV⃗i

dt
=

∫
ψi(r⃗)

∂

∂xk
σik d3x (2.18)
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2.2.1 非圧縮流体での Soft-core

非圧縮流体で Soft-coreを用いた場合についてまとめる。

ψi(r⃗) =
1
2

(
1 − tanh

(
|r⃗ − r⃗i| − Ri

ξ

))
(2.19)

v⃗A(r⃗) =

(
1 −

∑
i

ψi(r⃗)

)
v⃗f (r⃗) +

∑
i

Viψi(r⃗) (2.20)

∇2p = −ρ0 div
(
(v⃗A · grad)v⃗A

)
(2.21)

ρ0
∂v⃗A

∂t
= −ρ0(v⃗A · grad)v⃗A − grad p + η∇2v⃗A (2.22)

dV⃗i

dt
=

1
mi

∫
−grad p + η∇2v⃗A d3x (2.23)
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第3章 数値計算

3.1 時間偏微分方程式の計算

3.1.1 2段階有限Runge-Kutta法

時間発展の精度が、O(∆t2)の Runge-Kutta scheme

dq⃗(t)
dt

= W (q⃗(t)) (3.1)

のとき、

g⃗1 = ∆t × W (q⃗(t)) (3.2)

g⃗2 = ∆t × W (q⃗(t) + g⃗1/2) (3.3)

g⃗3 = 2g⃗1 − g⃗2 (3.4)

として、

q⃗(t + ∆t) = q⃗(t) +
1

g⃗3 · g⃗3
(2(g⃗1 · g⃗3)g⃗1 − (g⃗1 · g⃗1)g⃗3) (3.5)

3.1.2 Crank-Nicolson

時間発展の精度が、O(∆t2)で、無条件安定な Crank-Nicolson scheme

dq⃗(t)
dt

= W (q⃗(t)) + p⃗(t) (3.6)

を、W が線形のとき、次のように離散化する。

q⃗t+1 − q⃗t

∆t
=

1
2
W (q⃗t+1) +

1
2
W (q⃗t) + p⃗t (3.7)

これをまとめ直して、(
1 − ∆t

2
W

)
(q⃗t+1 − q⃗t) = ∆t W (q⃗t) + ∆t p⃗t (3.8)

W は線形であるので、LU分解などにより式 (3.8)を解くことで時間発展を
計算する。
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3.1.3 多次元のCrank-Nicolson

式 (3.8)を 2次元に拡張する。

dq⃗(t)
dt

= Wx (q⃗(t)) + Wy (q⃗(t)) + p⃗(t) (3.9)

∆t2 が十分小さく無視できるとすれば、(
1 − ∆t

2
Wx

)(
1 − ∆t

2
Wy

)
≃ 1 − ∆t

2
Wx − ∆t

2
Wy (3.10)

と近似できるから、2次元での Crank-Nicolson schemeは次のようになる。(
1 − ∆t

2
Wx

)(
1 − ∆t

2
Wy

)
(q⃗t+1 − q⃗t) = ∆t Wx (q⃗t) + ∆t Wy (q⃗t) + ∆t p⃗t(3.11)

3.2 Poisson方程式の反復解法

ρ(r⃗)が与えられたとき、式 (3.12)を解いて ϕ(r⃗)を求めることを考える。

∇2ϕ(r⃗) = ρ(r⃗) (3.12)

まず、式 (3.12)を時間発展する方程式に書き換えて、ϕ(r⃗, t → ∞)が式 (3.12)
の解だと考える。具体的には式 (3.13)を解くことになる。

∂ϕ(r⃗, t)
∂t

= ∇2ϕ(r⃗, t) − ρ(r⃗, t) (3.13)

3.2.1 SOR法

おおざっぱに言えば、式 (3.13)をオイラー法で解く方法である。式 (3.13)
を離散化して書くと、式 (3.14)の様に書ける。

ϕn+1(r⃗) − ϕn(r⃗) =
∆t

(∆x)2
(ϕn(r⃗ + ∆x⃗) + ϕn(r⃗ − ∆x⃗) + · · · − 6ϕn(x)) − ∆tρ(r⃗)

= γ (ϕn(r⃗ + ∆x⃗) + ϕn(r⃗ − ∆x⃗) + · · · − 6ϕn(x)) − γ(∆x)2ρ(r⃗)(3.14)

∆tの値は任意なので、もっとも収束が速くなるように γ ≡ ∆t/(∆x)2 を選
ぶ。SOR法では、格子の 1辺をN としたとき、

γ =
2

6
(
1 + sin

(
π

N+1

)) (3.15)

としたときにもっとも収束が速くなることが知られている。

3.2.2 チェビシェフ加速法

3.2.1節の SOR法では定数としていた γを、動的に変化させることでより

速く収束させる方法が、チェビシェフ加速法である。
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3.2.3 ADI法で解く

ADI法は、x軸方向,y軸方向,z軸方向のそれぞれに対して一次元の隠解法
を適用して解く方法。

まず、1次元の隠解法は、次のように書ける。

∂ϕ(r⃗, t)
∂t

=
∂2ϕ(r⃗, t)

∂x2
− ρ(r⃗) (3.16)

ϕn+1
i − ϕn

i

∆t
=

ϕn+1
i+1 + ϕn+1

i−1 − 2ϕn+1
i

(∆x)2
− ρi (3.17)

−γϕn+1
i−1 + (1 + 2γ)ϕn+1

i − γϕn+1
i+1 = ϕn

i − γ(∆x)2ρi,

(
γ ≡ ∆t

(∆x)2

)
(3.18)

Tijϕ
n+1
i = ϕn

i − γ(∆x)2ρi (3.19)

∂2ϕ(r⃗,t)
∂x2 を式 (3.18)のように差分化し、さらに式 (3.19)の様に行列表記で書
けば、3重対角行列を解く問題に帰着できる。
これを 3次元に拡張するには、式 (3.13)を以下のように変形する。

ϕ(n+1) − ϕn

∆t
= ∇2ϕ(n+1) − ρ(3.20)(

1 − ∆t∇2
) (

ϕ(n+1) − ϕn
)

= ∆t
(
∇2ϕn − ρ

)
(3.21)(

1 − ∆t
∂2

∂x2

)(
1 − ∆t

∂2

∂y2

)(
1 − ∆t

∂2

∂z2

)(
ϕ(n+1) − ϕn

)
= ∆t

(
∇2ϕn − ρ

)
(3.22)

T xT yT z
(
ϕ(n+1) − ϕn

)
= ∆t

(
∇2ϕn − ρ

)
(3.23)

(3.24)

∆ϕ = ϕ(n+1) − ϕn を隠解法で求めて、ϕ(n+1) = ϕn + ∆ϕで n + 1ステップ
目を計算することができる。

3.2.4 周期境界での隠的解法

周期境界の場合、式 (3.25)を解けばよい。

Tijϕ
n+1
i = ϕn

i − γ(∆x)2ρi (3.25)

Tij =



1 + 2γ −γ 0 · · · −γ

−γ 1 + 2γ −γ · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · −γ 1 + 2γ −γ

−γ · · · 0 −γ 1 + 2γ


(3.26)

3重対角ではないが、対称 3重対角行列と似た要領で解くことができる。こ

19



のような行列は修正コレスキー分解 (もどき)ができ、

A = LDLT (3.27)

A =



b1 a2 0 · · · a1

a2 b2 a3 · · · 0
0 a3 b3 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

a1 · · · 0 aN bN


(3.28)

L =



1 0 0 · · · 0
l1 1 0 · · · 0
0 l2 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

p1 · · · pN−2 lN−1 1


, D =



d1 0 0 · · · 0
0 d2 0 · · · 0
0 0 d3 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 0 dN


(3.29)

LDLT を計算してみると、以下の関係が得られる。

b1 = d1, a1 = d1p1 (3.30)

bn = l2n−1dn−1 + dn, an = ln−1dn−1 (2 ≤ n ≤ N − 1)(3.31)

bN =
N−2∑
i=1

dip
2
i + l2N−1dN−1 + dN (3.32)

aN = lN−1dN−1 + lN−2dN−2pN−2 (3.33)

0 = ln−1dn−1pn−1 + pndn (2 ≤ n ≤ N − 2) (3.34)

これらを逆に解いて、ln, dn, pn についての漸化式を求めると、

d1 = b1, l1 =
a2

b1
, p1 =

a1

b1
(3.35)

dn = bn − anln−1 (2 ≤ n ≤ N − 1) (3.36)

ln =
an+1

dn
, pn = −anpn−1

dn
(2 ≤ n ≤ N − 2) (3.37)

lN−1 =
aN − aN−1pN−2

dN−1
(3.38)

dN = bN −
N−2∑
i=1

dip
2
i − dN−1l

2
N−1 (3.39)
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3.2.5 周期境界での隠的解法 (非対称行列)

3.2.4節の場合と異なり、行列が対称でなければ、変形 LU分解により解く
ことができる。

A′ = LDU (3.40)

A′ =



b1 c1 0 · · · a1

a2 b2 c2 · · · 0
0 a3 b3 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

cN · · · 0 aN bN


, U =



1 u1 0 · · · q1

0 1 u2
. . .

...

0 0 1
. . . qN−2

...
...

. . . . . . uN−1

0 0 · · · 0 1


(3.41)

LDU を計算してみると、以下の関係が得られる。

a1 = d1q1, b1 = d1, cN = d1p1 (3.42)

an = dn−1ln−1, bn = dn + dn−1ln−1un−1 (2 ≤ n ≤ N − 1) (3.43)

cn = dnun (1 ≤ n ≤ N − 2) (3.44)

aN = dN−1lN−1 + dN−2uN−2pN−2, cN−1 = dN−1uN−1 + dN−2lN−1qN−2(3.45)

bN = dN + dN−1lN−1uN−1 +
N−2∑
i=1

dipiqi (3.46)

0 = dn−1un−1pn−1 + dnpn, 0 = dn−1ln−1qn−1 + dnqn (2 ≤ n ≤ N − 2)(3.47)

これらの式を dn, ln, un, pn, qn について解くと、

d1 = b1, p1 =
cN

d1
, q1 =

a1

d1
(3.48)

dn = bn − anun−1 (2 ≤ n ≤ N − 1) (3.49)

ln =
an+1

dn
, un =

cn

dn
(1 ≤ n ≤ N − 2) (3.50)

pn = −cn−1pn−1

dn
, qn = −anqn−1

dn
(2 ≤ n ≤ N − 2)(3.51)

lN−1 =
aN − cN−2pN−2

dN−1
, uN−1 =

cN−1 − aN−1qN−2

dN−1
(3.52)

dN = bN − dN−1lN−1uN−1 −
N−2∑
i=1

dipiqi (3.53)

3.2.6 LU分解の結果を使って連立方程式を解く

LDUv′′ = v, LDv′ = v, Uv′′ = v′ (3.54)
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式 (3.54)のようにおくと、まず次のように前進代入によって v′ を求める。

v′1 = v1 (3.55)

v′
n = vn − ln−1v

′
n−1 (2 ≤ n ≤ N − 1) (3.56)

v′
N = vN − lN−1v

′
N−1 −

N−2∑
i=1

piv
′
i (3.57)

v′
n → v′

n/dn (3.58)

続いて、後退代入をして v′′ を求める。

v′′
N = v′

N , v′′N−1 = v′
N−1 − uN−1v

′′
N (3.59)

v′′n = v′
n − unv′′

n+1 − qnv′′
N (N − 2 ≥ n ≥ 1) (3.60)

3.2.7 LU分解の変形

3.2.5節と 3.2.6節から、無駄な演算 (と無駄なデータ転送)を省くようにす
ると、以下のように変形できる。

d′
1 =

1
d1

=
1
b1

, p′1 = c1p1 = c1cNd′1, q1 = a1d
′
1 (3.61)

d′n =
1
dn

=
1

bn − anun−1
(2 ≤ n ≤ N − 1) (3.62)

un = cnd′
n (1 ≤ n ≤ N − 2) (3.63)

p′n = cnpn = −unp′n−1 qn = −and′
nqn−1 (2 ≤ n ≤ N − 2)(3.64)

uN−1 = (cN−1 − aN−1qN−2)d′
N−1 (3.65)

d′
N = bN + (p′N−2 − aN )uN−1 +

N−2∑
i=2

p′i−1qi − cNq1 (3.66)

前進代入は、ln, dn, pn の代わりに an, d′n, p′n を使って、次のように書き直

せる。

v′1 = v1d
′
1 (3.67)

v′
n = (vn − anv′

n−1)d
′
n (2 ≤ n ≤ N − 1) (3.68)

v′
N =

(
vN − aNv′

N−1 +
N−1∑
i=2

p′i−1v
′
i − cNv′1

)
/d′

N (3.69)

後退代入は、3.2.6節のものと同じ。

v′′
N = v′

N , v′′N−1 = v′
N−1 − uN−1v

′′
N (3.70)

v′′n = v′
n − unv′′

n+1 − qnv′′
N (N − 2 ≥ n ≥ 1) (3.71)
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第4章 おまけの公式集

4.1 ベクトル公式

A⃗ · (B⃗ × C⃗) = B⃗ · (C⃗ × A⃗) = C⃗ · (A⃗ × B⃗)

A⃗ × (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · B⃗) − C⃗(A⃗ · B⃗)

(A⃗ × B⃗)2 + (A⃗ · B⃗)2 = (A⃗ · B⃗)(B⃗ · B⃗)

(A⃗ + B⃗) × (A⃗ − B⃗) = 2B⃗ × A⃗

(A⃗ − B⃗) × (B⃗ − C⃗) = A⃗ × B⃗ + B⃗ × C⃗ + C⃗ × A⃗

(A⃗ × B⃗) · (C⃗ × D⃗) = (A⃗ · C⃗)(B⃗ · D⃗) − (B⃗ · C⃗)(A⃗ · D⃗)

rot grad ϕ = 0

div rot A⃗ = 0

rot(ϕA⃗) = ϕ rot A⃗ + grad ϕ × A⃗

rot rot A⃗ = grad div A⃗ −∇2A⃗

div(A⃗ × B⃗) = B⃗ · rot A⃗ − A⃗ · rot B⃗

grad(A⃗ · B⃗) = (A⃗ · grad)B⃗ + (B⃗ · grad)A⃗ + A⃗ × rot B⃗ + B⃗ × rot A⃗

rot(A⃗ × B⃗) = A⃗ div B⃗ − B⃗ div A⃗ + (B⃗ · grad)A⃗ − (A⃗ · grad)B⃗

ϵijkϵklm = δilδjm − δimδjl

n⃗軸回りに角度 θだけ回転

u′
i = (ninj + (δij − ninj) cos θ + ϵrijnr sin θ)uj
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4.2 座標変換

4.2.1 二次元極座標 / 三次元円柱座標

x = r cos θ, y = r sin θ ∂r

∂x

∂θ

∂x
∂r

∂y

∂θ

∂y

 =

cos θ − sin θ

r

sin θ
cos θ

r


∇2 =

1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2

4.2.2 三次元極座標

x = r sinϕ cos θ, y = r sin ϕ sin θ, z = r cos ϕ
∂r

∂x

∂ϕ

∂x

∂θ

∂x
∂r

∂y

∂ϕ

∂y

∂θ

∂y
∂r

∂z

∂ϕ

∂z

∂θ

∂z

 =


cos θ sin ϕ

cos θ cos ϕ

r
− sin θ

r sinϕ

sin θ sinϕ
sin θ cos ϕ

r

cos θ

r sinϕ

cos ϕ − sinϕ

r
0


∇2 =

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1
r2 sin2 ϕ

∂2

∂θ2
+

1
r2 sinϕ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂

∂ϕ

)

4.2.3 二次元双極座標

x = a
sinh τ

cosh τ − cos σ
, y = a

sinσ

cosh τ − cos σ∂τ

∂x

∂σ

∂x
∂τ

∂y

∂σ

∂y

 =

−cosh τ cos σ − 1
a

− sinh τ sinσ

a

− sinh τ sin σ

a

cosh τ cos σ − 1
a


∇2 =

1
a2

(cosh τ − cos σ)2
(

∂2

∂τ2
+

∂2

∂σ2

)
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4.3 積分公式

4.3.1 Gaussの積分定理

∫
S

E⃗ · n⃗ dS =
∫

V

∇⃗ · E⃗ dV

4.3.2 Stokesの積分定理

∮
C

E⃗ · dr⃗ =
∫

S

(
∇⃗ × E⃗

)
· n⃗ dS
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